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Sur la classification de quelques φ-modules simples
Xavier Caruso
Juillet 2008
Dans cet appendice, on de´termine les φ-modules e´tales simples sur F¯p((u)) dans une situation
le´ge`rement plus ge´ne´rale que celle e´tudie´e dans l’article ([1]). On fixe p un nombre premier et on
pose k = F¯p et pour tout q, puissance de p, on de´finit Fq comme l’unique sous-corps de k de
cardinal q. Soit σ un automorphisme de k.et b > 1 un entier. On note ℓ le sous-corps de k fixe par
σ et, plus ge´ne´ralement, pour tout entier d, on note ℓd le sous-corps fixe par σ
d. On conside`re le
corps K = k((u)) que l’on munit de l’endomorphisme :
φ
(
∞∑
n=−∞
anu
n
)
=
∞∑
n=−∞
σ(an)u
bn.
(Si b = p et σ = id, on retrouve donc la situation de l’article.)
On conside`re la cate´gorie Modφ/K dont les objets sur les K-espaces vectoriels D de dimension
finie muni d’un endomorphisme φ-semi-line´aire φD : D → D dont l’image contient une base de D.
Par la suite, lorsque cela ne preˆtera pas a` confusion, nous noterons simplement φ a` la place de φD.
Les morphismes de Modφ/K sont bien entendu les applications K-line´aires qui commutent a` φ. On
ve´rifie aise´ment que la cate´gorie Modφ/K est abe´lienne et que chaque objet est de longueur finie. Le
but de cette appendice est de de´terminer les objets simples de Modφ/K .
Les objets D(d, n, a) et D(r, a)
Soient d un entier strictement positif, n un entier naturel et a un e´le´ment non nul de k. A` ces
donne´es, on associe un objet de Modφ/K note´ D(d, n, a) de´fini comme suit :
• D(d, n) = Ke0 ⊕Ke1 ⊕ · · · ⊕Ked−1 ;
• φ(ei) = ei+1 pour i ∈ {0, . . . , d− 2}.
• φ(ed−1) = aune0.
On de´finit e´galement D(d, n) = D(d, n, 1).
On commence par de´terminer des familles d’isomorphismes entre les diffe´rents D(d, n, a).
Lemme 1. Si σ n’est pas l’identite´, alors D(d, n, a) est isomorphe a` D(d, n) pour tous d, n et a
comme pre´ce´demment.
De´monstration. Conside´rons un e´le´ment λ ∈ k tel que a = σ
d(λ)
λ (l’existence re´sulte d’un the´ore`me
classique de the´orie de Galois). L’isomorphisme D(d, n, a) → D(d, n) est alors donne´ par ei 7→
σi(λ)ei.
Lemme 2. Soient (d, n, a) et (d, n′, a′) deux triplets comme pre´ce´demment avec le meˆme d. On
suppose qu’il existe un entier naturel s tel que n ≡ bsn′ (mod bd − 1) et a = σs(a′). Alors
D(d, n, a) ≃ D(d, n′, a′).
De´monstration. Si m = n−b
sn′
bd−1
∈ Z, et si e0, . . . , ed−1 (resp. e′0, . . . , e
′
d−1) est la base fournie par la
de´finition, alors un isomorphisme est ei 7→ ub
ime′i+s ou` les e
′
j pour j > d sont de´finis par la relation
de re´currence e′j+1 = φ(e
′
j).
Proposition 3. Soient (d, n, a) un triplet comme pre´ce´demment. On suppose qu’il existe d′ et n′
comme pre´ce´demment tels que t = dd′ soit un entier et que
n
bd−1
= n
′
bd′−1
.
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(i) Si σ n’est pas l’identite´, on a :
D(d, n, a) ≃ D(d′, n′)⊕
d
d′ .
(ii) Si σ est l’identite´ et si t est premier avec p, on a :
D(d, n, a) ≃ D(d′, n′, a′1)⊕D(d
′, n′, a′2)⊕ · · · ⊕ ≃ D(d
′, n′, a′t)
ou` les a′i sont les racines t-ie`mes de a.
(iii) Si σ est l’identite´, a = 1 et t = p, il existe une suite croissantes de sous-modules de D(d, n)
stables par φ
0 = D0 ⊂ D1 ⊂ D2 ⊂ · · · ⊂ Dp = D(d, n)
pour laquelle tous les quotients Dm/Dm−1 (1 6 m 6 p) sont isomorphes a` D(d
′, n′).
De´monstration. Pour tout la preuve, posons r = n
bd−1
= n
′
bd′−1
.
On traite d’abord (i). D’apre`s le lemme 1, on peut supposer a = 1. E´tant donne´ que le groupe
de Galois absolu de Fp est un groupe procyclique sans torsion (il est isomorphe a` Zˆ), ℓd est une
extension cyclique de degre´ t de ℓd′. On de´finit pour tout α ∈ k et i ∈ {0, . . . , d′ − 1}, les e´le´ments
suivants de D(d, n, a) :
fi(α) =
t−1∑
s=0
σsd
′+i(α) u−rb
i(bsd
′
−1) esd′+i.
(On remarquera que l’exposant qui apparaˆıt sur u est un entier e´tant donne´ r(bd
′
− 1) = n′ en est
un.) On ve´rifie a` la main que φ(fi(α)) = fi+1(α) pour i ∈ {0, . . . , d′ − 2}, et que φ(fd′−1(α)) =
un
′
f0(α) (la dernie`re e´galite´ utilise σ
d(α) = α, ce qui est vrai puisque α est pris dans ℓd). Comme
par ailleurs, il est clair que a` α fixe´, la famille des fi(α) est libre, on en de´duit que les sous-objets
F (α) = Kf0(α) ⊕ · · · ⊕ Kfd−1(α) sont tous isomorphes a` D(d′, n′). Il suffit donc pour conclure
de montrer que t d’entre eux sont en somme directe. Ceci nous ame`ne a` chercher des e´le´ments
α1, . . . , αt tels que chacune des matrices :
Mi =


σi(α1) σ
i(α2) · · · σi(αt)
σd
′+i(α1) σ
d′+i(α2) · · · σd
′+i(αt)
σ2d
′+i(α1) σ
2d′+i(α2) · · · σ2d
′+i(αt)
...
...
...
σ(t−1)d
′+i(α1) σ
(t−1)d′+i(α2) · · · σ(t−1)d
′+i(αt)


(pour i variant entre 0 et d′ − 1) soit inversible. En re´alite´, il suffit pour cela de choisir les αi
de fac¸on a` ce que (a1, . . . , at) soit une base de ℓd sur ℓd′. En effet, on remarque d’abord que
Mi = σ
i(M0) et donc qu’il suffit de de´montrer l’inversibilite´ de M0. On invoque alors le the´ore`me
d’Artin d’inde´pendance line´aire des caracte`res qui montre que les vecteurs ligne forment une famille
libre.
Passons maintenant au (ii) : on suppose donc σ = id. On pose cette fois-ci :
fi(α) =
t−1∑
s=0
αt−1−s u−rb
i(bsd
′
−1) esd′+i
pour tout i ∈ {0, . . . , d′−1} et tout α ∈ k. On a encore φ(fi(α)) = fi+1(α) pour i ∈ {0, . . . , d′−2},
et si α est une racine t-ie`me de a, on ve´rifie directement que φ(fd−1(α)) = αu
n′f0(α). Ainsi, comme
il est clair par ailleurs que la famille des fi(α) (0 6 i < d
′) est libre, on a Kf0(α)+· · ·+Kfd−1(α) ≃
D(d′, n′, α) (toujours sous l’hypothe`se αt = a). Si maintenant t est premier a` p, a admet t racines
t-ie`mes distinctes, et un calcul de de´terminants de Vandermonde montre facilement que la famille
des (fi(α))06i<d′, αt=a est une base de D(d, n, a). La conclusion s’ensuit.
Terminons finalement par la de´monstration de l’assertion (iii). Pour tous entiers i ∈ {0, . . . , d′−
1} et j ∈ {0, . . . , p− 1}, on pose :
fi,j =
p−1∑
s=0
sj u−rb
i(bsd
′
−1) esd′+i
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et on de´finit Dm comme le sous-K-espace vectoriel de D(d, n) engendre´ par les fi,j avec 0 6 i < d
′
et 0 6 j < m. A` nouveau l’utilisation des de´terminants de Vandermonde assure la liberte´ de la
famille des fi,j , ce qui montre que la dimension de Dm sur K estmd
′. Par ailleurs, on a les relations
φ(fi,m) = fi+1,m pour i ∈ {0, . . . , d′ − 2} et :
φ(fd−1,m) = u
n′
m∑
µ=0
(−1)m−µ
(
m
µ
)
f0,µ ≡ u
n′f0,m (mod Dm−1).
Elles montrent a` la fois que Dm est stable par φ pour tout m et que les quotients Dm/Dm−1 sont
tous isomorphes a` D(d′, n′).
La proposition pre´ce´dente nous conduist a` conside´rer Rb l’ensemble quotient de Z(b) (le localise´
de Z en la partie multiplicative des entiers premiers avec b) par la relation d’e´quivalence :
x ∼ y ⇐⇒ (∃s ∈ Z) x ≡ bsy (mod Z).
Via l’e´criture en base b, les e´le´ments de Rb s’interpre`tent aussi comme l’ensemble des suites
pe´riodiques (depuis le de´but) d’e´le´ments de {0, 1, . . . , b− 1} modulo de´calage des indices, ou` l’on a
en outre identifie´ les suites constantes e´gale a` 0 et a` b− 1.
Soit r ∈ Rd. Par de´finition, il est repre´sente´ par une fraction (que l’on peut supposer — et
que l’on supposera par la suite — irre´ductible) st ou` t est un nombre premier avec b. On ve´rifie
directement que l’ordre de b modulo t ne de´pend pas du repre´sentant (irre´ductible) choisi : on
l’appelle la longueur de r et on le note ℓ(r). On pourra remarquer qu’a` travers le point de vue
« suites pe´riodiques », ℓ(r) s’interpre`te simplement comme la plus petite pe´riode.
Notons N (r) l’ensemble des entiers relatifs n pour lesquels n
bℓ(r)−1
est un repre´sentant de r.
La de´finition de ℓ(r) implique imme´diatement la non-vacuite´ de N (r). Le lemme 2 montre que les
objets D(ℓ(r), n) pour n variant dans N (r) sont isomorphes entre eux. Notons D(r) l’un de ces
objets. Si en outre σ = id, le meˆme lemme 2 permet de de´finir D(r, a) pour tout a ∈ k⋆ comme
l’un des φ-modules D(ℓ(r), n, a), n ∈ N (r).
The´ore`me 4. Les D(r) (resp. D(r, a) si σ = id) sont des objets simples de Modφ/K . De plus, ils
sont deux a` deux non isomorphes.
De´monstration. Pour simplifier la preuve, on suppose dans la suite a = 1, laissant au lecteur
l’exercice (facile) d’adapter les arguments au cas ge´ne´ral.
Notons ℓ = ℓ(r) et conside´rons n tel que n
pℓ−1
repre´sente r. Soit D un sous-objet non nul de
D(r), et soit x = λ1e1 + · · ·+ λℓeℓ un e´le´ment non nul de D pour lequel le nombre de λi non nuls
est minimal. Quitte a` remplacer x par φm(x) et pour un certain entier m, on peut supposer λ1 6= 0.
Quitte a` renormaliser x, on peut en outre supposer λ1 = 1. On a alors :
φd(x) − unx =
ℓ∑
i=2
(φd(λi)u
bin − λiu
n)ei ∈ D.
Supposons par l’absurde qu’il existe un indice i > 1 tel que λi 6= 0. Montrons dans un premier temps
que φd(λi)u
bin 6= λiu
n. Encore par l’absurde : si ce n’e´tait pas le cas, on de´duirait φ
d(λi)
λi
= u−n(b
i
−1)
et puis v(bd − 1) = −n(bi − 1) ou` v est la valuation u-adique de λi. Ainsi, on aurait r =
−v
bi−1 , et
on obtiendrait une contradiction avec la de´finition de ℓ. Au final, φd(λi)u
bin 6= λiun, et l’e´le´ment
φd(x) est un e´le´ment non nul de D qui, sur la base des (ei), a strictement moins de coefficients non
nuls que n’en avait x. Ceci contredit la minimalite´ suppose´e et montre que x = e1. On en de´duit e1
est e´le´ment de D et, puisque ce dernier est par hypothe`se stable par φ, il contient ne´cessairement
tous les ei. En conclusion, D = D(r) et le the´ore`me est de´montre´.
Pour prouver que D(r) n’est pas isomorphe a` D(r′), il suffit de remarquer que ℓ(r) et N (r)
se retrouvent tous deux a` partir de D(r) : le premier en est la dimension, alors que le second
est l’ensemble des entiers n pour lesquels il existe un x ∈ D(r) non nul ve´rifiant φℓ(r)(x) = unx.
Finalement, il est clair qu’a` partir de ces deux donne´es, r est entie`rement de´termine´ dans le quotient
Rb.
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Classification des objets simples
Nous souhaitons de´sormais montrer la re´ciproque du the´ore`me 4, c’est-a`-dire que les objets
simples de Modφ/K sont tous isomorphes a` un certain D(r) (ou D(r, a) si σ = id). Pour cela, nous
conside´rons D un objet simple de Modφ/K , (e1, . . . , ed) une base de D et G la matrice de φ dans
cette base, i.e. l’unique matrice ve´rifiant l’e´galite´ :
(φ(e1), . . . , φ(ed)) = (e1, . . . , ed)G.
On rappelle, a` ce propos, la formule de changement de base qui interviendra plusieurs fois dans la
suite : si B′ = (e′1, . . . , e
′
d) est une autre base de D et si P est la matrice de passage de (e1, . . . , ed)
a` B′, alors la matrice de φ dans la base B est donne´e par la formule P−1Gφ(P ). Il re´sulte de cette
formule que, quitte a` multiplier les ei par une certaine puissance de u, on peut supposer que G est
a` coefficients dans k[[u]]. En re´alite´ on aura besoin d’un re´sultat un peu plus pre´cis, conse´quence
du lemme suivant. Introduisons avant tout une dernie`re notation : soit γ la valuation u-adique de
detG.
Lemme 5. Soit N un entier strictement supe´rieur a` pγb−1 et H une matrice a` coefficients dans
k[[u]] congrue a` G modulo uN . Alors, il existe une matrice P a` coefficients dans k[[u]] et inversible
dans cet anneau telle que PGφ(P )−1 = H.
De´monstration. On de´finit une suite de matrices (Pi) (a priori a` coefficients dans K) par P0 = I
et la formule de re´currence Pi+1 = Hφ(P )G
−1. On a directement P1 = HG
−1 d’ou` on de´duit, en
utilisant l’hypothe`se de l’e´nonce´, que P1 ≡ I (mod uN−v), i.e. P1−P0 est divisible par uN−v. Par
ailleurs, pour tout i > 1, on a Pi+1 − Pi = Hφ(Pi − Pi−1)G−1, d’ou` il suit que si Pi − Pi−1 est
divisible par uv, alors Pi+1 − Pi est divisible u
pv−γ . Une re´currence imme´diate montre alors que
Pi+1 − Pi est divisible par uvi ou` la suite (vi) est de´finie par v0 = N − γ et vi+1 = bvi − γ. De
v0 >
γ
b−1 , on de´duit que (vi) est une suite croissante qui tend vers l’infini. Ainsi Pi+1−Pi converge
vers 0 pour la topologie u-adique, et la suite des (Pi) converge vers une matrice P . Celle-ci ve´rifie
PGφ(P )−1 = H et est congrue a` l’identite´ modulo u du fait que chacun des vi est strictement
positif. Elle est donc inversible dans k[[u]], comme demande´.
Le lemme nous assure que, quitte a` modifier la base (e1, . . . , ed), on peut remplacer G par
une matrice qui lui est congrue modulo uN . En particulier, on peut supposer que G a tous ses
coefficients dans Fq[[u]] pour un certain q. C’est ce que nous ferons par la suite.
Soit M le sous-Fq[[u]]-module de D engendre´ par les ei ; il est libre de rang d. On de´finit deux
suites re´currentes (xi) et (ni) comme suit. On pose en premier lieu x0 = e1. Maintenant, si xi est
construit, on de´finit ni comme le plus petit entier tel que φ(xi) ∈ uniM et xi+1 = u−nixi. On
remarque tout de suite que tous les xi sont des e´le´ments de M qui ne sont pas dans uM .
Lemme 6. Pour tout i, on a ni 6 γ.
De´monstration. Il suffit de montrer que si x ∈ M , x 6∈ uM alors φ(x) 6∈ uγ+1M . Or, le pre´misse
entraˆıne l’existence d’une k[[u]]-base (x1, . . . , xd) de M avec x1 = x. Si P est la matrice de passage
de (e1, . . . , ed) a` (x1, . . . , xd) la matrice du φ dans la base (x1, . . . , xd) est donne´e par la formule
H = P−1Gφ(P ). Comme P est inversible dans k[[u]], son de´terminant a une valuation u-adique
nulle, d’ou` on de´duit que le de´terminant de H a pour valuation u-adique γ. Ainsi, sa premie`re
colonne ne peut pas eˆtre multiple de uγ+1 ce qui correspond exactement a` ce que l’on voulait.
Soit c un entier strictement supe´rieur a` γb−1 . Notons x¯i la re´duction modulo u
c de xi : c’est un
e´le´ment de l’ensemble fini M/ucM . D’apre`s le principe des tiroirs, il existe deux indices i < j tels
que x¯i = x¯j . Posons δ = j − i et x = xi. En de´roulant les de´finitions, on obtient :
φδ(x) ≡ unx (mod un+cM)
avec :
n = bδ−1ni + b
δ−2ni+1 + · · ·+ bnj−2 + nj−1.
Nous souhaitons a` pre´sent relever la dernie`re congruence en une vraie e´galite´ dans M . Pour cela,
on commence par e´crire φδ(x) = un(x + ucy) et on de´finit une nouvelle suite re´currente (zi) par
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z0 = x et zi+1 = u
−nφδ(zi). On a z1 − z0 = ucy et zi+1 − zi = u−nφδ(zi − zi−1). Il s’ensuit que
zi+1− zi est un multiple de u
vi ou` (vi) est la suite re´currente de´finie par v0 = c et vi+1 = b
δvi −n.
Maintenant, le lemme 6 donne :
n 6 γ(bδ−1 + bδ−2 + · · ·+ 1) = γ
bδ − 1
b− 1
< c(bδ − 1)
a` partir de quoi on de´duit limi→∞ vi = +∞. Ainsi la suite (zi) converge vers un e´le´ment z ∈ M
(car tous les vi sont positifs) ve´rifiant φ
δ(z) = z. Par ailleurs, on a z ≡ x (mod u), ce qui assure
qu’il est non nul. On a donc montre´ le re´sultat interme´diaire important suivant :
The´ore`me 7. Soit D un objet simple de Modφ/K . Alors, il existe des entiers δ > 0, n > 0 et un
e´le´ment non nul z ∈ D tels que φδ(z) = unz.
Corollaire 8. Soit D un objet simple de Modφ/K .
– Si σ n’est pas l’identite´, il existe r ∈ Rb tel que D ≃ D(r).
– Si σ est l’identite´, il existe r ∈ Rb et a ∈ k⋆ tels que D ≃ D(r, a).
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me 7, il existe des entiers δ > 0, n > 0 et un morphisme (dans
Modφ/K) non nul f : D(δ, n)→ D. La simplicite´ de D assure que f est surjectif, et donc que D se
retrouve parmi les constituants de Jordan-Ho¨lder de D(δ, n). E´crivons la fraction r = n
bδ−1
sous la
forme m
bℓ(r)−1
. Le quotient δℓ(r) est alors un nombre entier.
Si σ n’est pas l’identite´, la proposition 3.(i) montre queD(δ, n) s’e´crit comme une somme directe
de copies de D(r). En particulier, puisque les D(r) sont simples d’apre`s le the´ore`me 4, tous les
quotients de Jordan-Ho¨lder de D(δ, n) sont isomorphes a` D(r), et le the´ore`me est de´montre´ dans ce
cas. Supposons maintenant qu’au contraire σ = id. On e´crit δℓ(r) = p
vt ou` t est un entier premier a`
p. Plusieurs applications successibles de la proposition 3.(iii) montrent que D(δ, n) admet une suite
de composition dont les quotients successifs sont tous isomorphes a` D(δp−v, n′) pour un certain
entier n′. L’aline´a (ii) de la meˆme proposition montre alors que les constituants de Jordan-Ho¨lder
sont dans ce cas tous isomorphes a` des D(r, a) pour certains e´le´ments a de k⋆ (qui peuvent varier
d’un composant a` l’autre). La conclusion en de´coule.
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